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1 Einleitung

Schwingungen sind in der Natur und damit auch in
der Physik allgegenwartig. Bei deren Untersuchung
ist es in vielen Fallen ausreichend, sich auf die
einfachste Form von Schwingungen zu beschran-
ken. Das sind ungedampfte Schwingungen mit ei-
ner linearen Riickstellkraft, so genannte harmoni-
sche Schwingungen.

Im Folgenden werden an einem Beispiel unter-
schiedliche Losungsstrategien vorgestellt, die bel
Schwingungsproblemen angewandt werden konnen.

2 Beispielproblem

Ein masseloses Seil ist an einem Ende an der De-
cke befestigt, das andere Ende an einer Feder mit
der Federkonstanten D, die ebenfalls an der Decke
befestigt ist. Im Seil liegt ein Zylinder der Masse m
mit dem Radius r. Zwischen Seil und Zylinder gibt
es keinen Schlupf, das Seil rutscht also nicht tiber
den Zylinder. Wird die Feder gedehnt und dann los-
gelassen, fiihrt der Zylinderschwerpunkt eine verti-
kale harmonische Schwingung aus.

Aufgabe: Bestimme die Schwingungsdauer des Zy-
linderschwerpunkts.

Abb. 1: Skizze fiir die Aufgabe zu Schwingungen.
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3 Losung und Losungsstrategien

3.1 Die Differentialgleichung

Bei einer harmonischen Schwingung erfiillt die
Auslenkung oder Elongation y(t) eine Diffe-
rentialgleichung der Form:

(@®) = —k-y(0)]

mit einer positiven Konstanten k. Die allge-
meine Losung dieser Differentialgleichung ist:

Y(t) = Ya sin(wt + o)

mit w = vk und Konstanten y,.., sowie g,
deren Werte durch die anfangliche Auslenkung
und deren Anderungsrate festgelegt werden.

Daraus folgt fiir die Schwingungsdauer:
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In vielen Aufgaben wird lediglich nach der Schwin-
gungsdauer gefragt. Dafiir wird nur die Konstante
k aus der Differentialgleichung benctigt, d.h. die
Aufgabe ist gelost, sobald man die Differentialglei-
chung bestimmt hat. In der Regel wird nicht ver-
langt, dass das Losen der Differentialgleichung ex-
plizit vorgerechnet wird.

Hier erhalt man (z.B. mit einer der unten beschrie-
benen Methoden) die Differentialgleichung
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y(t) = “3m y(1).

Die gesuchte Schwingungsdauer ist daher:
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3.2 Direkte Methode: Betrachtung der Krafte

Es wird ein Term fiir die Riickstellkraft in Ab-
hangigkeit der Auslenkung bestimmt, woraus
sich der Proportionalitatsfaktor k ergibt.

Wie beim Federpendel kann man die Gewichtskraft
unberiicksichtigt lassen, wenn man die Auslenkun-
gen relativ zur Gleichgewichtslage betrachtet. Be-
wegt sich der Schwerpunkt des Zylinders um ein
Wegstiick y, rotiert der Zylinder um den Winkel
¢ = %, und die Feder wird um die Strecke 2y ge-
staucht oder gespannt. Auf der rechten Seite wirkt
daher eine Kraft F, = —2D - y auf den Zylinder in
y-Richtung, auf der linken Seite eine noch unbe-
kannte Kraft Fy.

Fr

Abb. 2: Krafte vom Seil auf den Zylinder.

Die Gesamtkraft ist damit F = F,+ F; = —2Dy +
Fy. Daraus erhalt man fiir die Beschleunigung des
Schwerpunkts:

F . —2Dy+ Fg

y=—

— - (3.1)

Bezogen auf den Schwerpunkt ergibt sich durch die
beiden Krafte ein Drehmoment M = (F, — Fp)r.
Dieses Drehmoment bewirkt eine Winkelbeschleu-
nigung von

M M 2(-2Dy — Fp)

(pzi_ 1
J o smr?

mr (3.2)

Dabei ist J = $mr? das Tragheitsmoment eines
Vollzylinders bezogen auf seinen Schwerpunkt.

Aus dem Zusammenhang ¢ = £ folgt ¢ = % Mit
(3.1) und ([3.2) ergibt sich:
2(—2Dy — Fg) B —2Dy + Fg

mr mr
Damit lasst sich F, bestimmen:
2
Fp=—=Dy.
1/ 3 y
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Die gesuchte Differentialgleichung ergibt sich da-

mit aus (3.1)) zu:
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3.3 Variante der direkten Methode:
geschickte Wahl des Koordinatensystems

Eine geschickte Wahl des Koordinatensystem
oder eine bestimmte Betrachtungsweise kann
das Problem vereinfachen.

Im Beispielproblem kann in jedem Augenblick die
Bewegung des Zylinders auch als reine Rotation um
den Kontaktpunkt A des linken Seilstiicks betrach-
tet werden. Bezieht man sich auf diesen Punkt,
genligt es daher, allein die Drehmomente zu be-
trachten.

Abb. 3: Bezugspunkt fiir Drehmomente.

Fy greift im Bezugspunkt an und erzeugt daher kein
Drehmoment. F, = —2Dy greift im Abstand 2r
zum Bezugspunkt an, das zugehorige Drehmoment
ist also M = —4Dry. Dieses Drehmoment bewirkt
eine Winkelbeschleunigung von

.M M
(p:—:?)
J 2

—8Dy

3mr (33)

mr2

Dabei ist J das Tragheitsmoment eines Vollzylin-
ders bezogen auf den Randpunkt A, das aus dem
Tragheitsmoment des Schwerpunkts mit Hilfe des
Satzes von Steiner berechnet werden kann.

Mit ¥ = @ - r erhalt man aus (3.3 die gesuchte
Differentialgleichung:

8D

y:*37mY-

IPN Leibniz-Institut fiir die Pddagogik der Naturwissenschaften und Mathematik



DN PhO)

Lernblatt - Losungsstrategien fiir Schwingungsaufgaben
Fabian Biihler / CC BY 4.0

3/13

3.4 Energiemethode

3.5 Gleichsetzen der Maximalenergien

Aus der Konstanz der Gesamtenergie in der
Form

d
Ekin-l'Epot = const. bzw. &(Ekin-ﬁ_EPOt) =0

(3.4)
ergibt sich die Schwingungsdifferentialglei-
chung.

Dabei versteht man unter potentieller Energie alle
beim Schwingungsvorgang beteiligten Energiefor-
men auler der kinetischen Energie. Bei komplexe-
ren Problemen ist die Energiemethode oft deutlich
einfacher, da die Energie im Gegensatz zu Kraften
oder Drehmomenten eine skalare Grofe ist.

Im Beispielproblem setzt sich die kinetische Ener-
gie aus einem Translationsanteil und einem Rotati-
onsanteil zusammen, hier bezogen auf den Schwer-
punktﬂ
1 1
Eiww = =my? + = Jp?.
K 5 y 5 2

Mit J = 2mr? und ¢ = £ erhalt man:

1 1 3

2 4 4
Die potentielle Energie ist hier die Spannenergie der
Feder:
1 2 2
Epot = ED(zy) = 2Dy . (36)

Unter Verwendung von ([3.4])), (3.5) und (3.6)) erhalt

man die gesuchte Differentialgleichung:

d /3 5 5 3 . .
— | = 2D = = 4Dyy = 0.
s <4my + y) 2mnyr vy =0

Ausklammern von y ergibt die Bedingung:
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1\Wie oben ist es auch hier méglich, die Bewegung als reine
Rotationsbewegung um den Punkt A zu beschreiben.
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Ist bekannt, dass es sich um eine harmonische
Schwingung handelt, ldsst sich die Schwin-
gungsdauer T mit folgendem Ansatz bestim-
men:

Ekin,max = Epot,max g

Diese Methode ist im Vergleich zu den oben dar-
gestellten Varianten weniger aussagekraftig. Man
muss bereits wissen, dass es sich um eine harmoni-
sche Schwingung handelt.

Im Beispielproblem gilt mit ([3.5))

1 1 3
Eio. = —my2 + = Jp> = =my? 7
kin,max 2myma>< + 2J(pma>< 4myma>< (3 )
und mit ([3.6))
Epot.max = 2Dyn%a>< . (38)

Aus dem harmonischen Verlauf der Auslenkung
y(t) = Ymxsin(wt + @g) folgt durch Ableiten
Y(t) = Ymaxw cos(wt + o) und damit:

Yinax = YimaxW -

Daraus ergibt sich mit (3.7]) und (3.8)):

3
Zmyn%ax =2Dy2,

max max *

3
= mezy2 = 2Dy2

Somit erhalt man:
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