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Messfehler

Bei physikalischen Messungen werden Messgrolien
x; aufgenommen und daraus das gesuchte Ergebnis

(0.1)

als Funktion der Messgrolen berechnet. Eine Mes-
sung von x; ist in der Regel nicht unendlich
genau, sondern enthalt Messabweichungen (um-
gangssprachlich ,Fehler") Ax;, die zu einer Unsi-
cherheit Ay im Ergebnis flihren. Zu einem physika-
lischen Experiment gehort daher nicht nur die Be-
stimmung des Ergebnisses, sondern auch des Feh-
lers. Denn erst mit Fehlerangabe wird klar, wie ver-
lasslich der gemessene Wert ist.

Definition des Fehlerwertes Ay:

Die genaue Bedeutung des Fehlerwertes vari-
iert. Oft entspricht Ay einer , Standardabwei-
chung”, also der quadratisch gemittelten Ab-
weichung. Bei normalverteilten Grofen wiir-
de dann der wahre y-Wert mit 68% Wahr-
scheinlichkeit im Intervall [y — Ay,y + Ay]
liegen. Machmal werden stattdessen absolute
Grenzen angegeben, zwischen denen der wah-
re Wert mit groler Sicherheit liegen sollte.

1 Eine Messgrol3e

Die Starke, mit der sich ein Fehler in den Messgro-
lSen x; auf das Ergebnis y auswirkt, wird durch die
Ableitung beschrieben:

0
Ay (x) = Bx; - ‘y

5 (1.1)

Das gilt, so lange die Funktion y(x;) um den Mess-
wert herum als lineare Funktion von x; genadhert
werden kann, was in der Regel bei kleinen Messfeh-
lern gut zutrifft.

Fir Funktionen der Form y(x;) = a+ b - x ergibt
die Ableitung fir den Fehler des Ergebnisses
Ay(x;)) = b-Ax; - ‘n-x.”*1| :

!

(1.2)
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Insbesondere pflanzen sich bei der Proportionalitat
y(x;) = b-x die relativen Fehler fort:

‘ By (x)

) (1.3)
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Wenn die Funktion y(x;) besonders kompliziert ist
kann es sinnvoll sein, numerisch tiber den Differen-
zenquotienten abzuleiten:

(1.4)

Ay(xi) = ly(xi + Ax;) — y(xi)]

2 Mehrere MessgroRRen

Bei mehreren fehlerbehafteten Messgroken miissen
die Beitrage der einzelnen Fehler kombiniert wer-
den. Im schlimmsten Fall sind die Einzelfehler Ax;
komplett korelliert, dann addieren sich deren Be-
trage:

Ay = Ay(x) (2.1)

1

Alternativ, falls die Einzelfehler unkorreliertﬂ sind,
heben sie sich teilweise gegenseitig auf, und addie-

!Die beiden Summationsformeln und werden
korrekt in der Matrixgleichung V, = J-Vi-JT zusammen-
gefasst. Hier sind V4 und V,, die Kovarianzmatrizen der
Messwerte und des Ergebnisses, und J die Jakobimatrix
(mehrdimensionale Ableitung). Das lasst sich aber nur
am Computer sinnvoll auswerten.
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ren sich dann quadratisch (,GauRsche Fehlerfort-

pflanzung”):
Z‘/E:UMKMD2

3 Fehler der Messgrolien

(2.2)

Die Fehler in den einzelnen Messgrolken x; lassen
sich je nach Typ unterschiedlich bestimmen:

e Bei analogen Messwerten, z.B. Lange mit Li-
neal, kann die Ablesegenauigkeit grob abge-
schatzt werden, z.B. 0,3 mm.

e Bei digitalen Messgeraten ist der Fehler 0,5
Einheiten der letzten Stelle (genauer ist die
Standardabweichung 1/+v/12). Manche Mess-
gerate haben auch weitergehende Genauig-
keitsangaben.

e Bei der Mittelung n streuender Messwerte
wird die Standardabweichung des Mittwelwer-
tes genommen, Ax; = std(x;)/+/n wobei die
empirische Standardabweichung des Ensem-
bles std(x;) = \/ﬁ ZJ’?(X,'J'

[ser n, desto kleiner wird Ax;.

—X;)? ist. Je gro-

e \Wenn x; aus einem Graphen, z. B. als die Stei-
gung bestimmt wird, so lasst sich Ax; aus der
maximalen und minimalen Steigung bestim-
men, die noch mit den aufgetragenen Mess-
werten kompatibel ist.

e Entstammt x; einer Verteilungsfunktion, so
kann man die Standardabweichung dieser Ver-
teilung nehmen. Beispiel: x; = 100 radioakti-
ve Zerfalle sind Poisson-verteilt, damit Ax; =

V% = 10,

e Ein Zwischenwert x; kann auch selbst schon
von anderen Messwerten abgeleitet sein. Dann
lasst sich die Fehlerfortpflanzung rekursiv an-
wenden.

4 Beispiel

Die Federkonstante k einer Spiralfeder soll durch
Schwingungen eines Massenstiicks m mit Perioden-
dauer T bestimmt werden. Es ist
<2w>2 k
=— =

k:(zwf§% (4.1)

Die beiden Messgrolen sind mit Messunsicherheit
bekannt: T = AT und m=+ Am. Hierbei konnte AT
aus der Standardabweichung einer Messreihe be-
stimmt worden sein, und Am durch die Anzeigege-
nauigkeit einer Waage.

Variable  Beispielgroe Wert

x1tAxy T AT (0.78 +0.02) s
X2 :|:AX2 m=+Am (150:t 10)9

y £ Ay k + Ak (9.7+0.8)N/m

Die Ableitungen zur Fehlerfortpflanzung sind in die-
sem Fall

ok
Ak(T):AT-‘a = AT - 82T——O5N/m

(4.2)
Ok 4
(4.3)

Anstatt abzuleiten hatte man hier gemal ([1.3))
auch einfacher Ak(T) = AT - 2k/T und Ak(m) =
Am - k/m nehmen konnen.

Die Fehler AT und Am sind unkorreliert. Daher ist
der Gesamtfehler im Ergebnis

Ak =+/(By(T))? + (Ay(m))? =

=40.52+0.62N/m =0.8N/m

(4.4)

Tipp:

In der Praxis ist es sinnvoll, in diese Formel kei-
ne weiteren Formeln sondern berechnete Zwi-
schenergebnisse einzusetzen. Damit wird die
Formel nicht zu grols und untibersichtlich. Au-
Berdem wird klar, welche Messgrole den grof-
ten Anteil zum Gesamtfehler liefert.

Das Messergebnis wird mit Messfehler in der Form
y &+ Ay angegeben:

k = (9.7 +0.8)N/m (4.5)

5 Weiterfiihrende Literatur
e Wikipedia: Fehlerfortpflanzung

e [Fehler- und Ausgleichsrechnung (Peter Breit-
feld)

e R. J. Barlow, Statistics
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