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Naturkonstanten und gebrauchliche Grol3en

Konstante

Absoluter Nullpunkt

Atomare Masseneinheit
Avogadro-Konstante
Boltzmann-Konstante
Elektrische Feldkonstante
Elementarladung
Fallbeschleunigung auf der Erde
Gravitationskonstante
Lichtgeschwindigkeit im Vakuum
Magnetische Feldkonstante
Normdruck, Atmospharendruck
Plancksches Wirkungsquantum
Ruhemasse des Elektrons
Ruhemasse des Neutrons
Ruhemasse des Protons
Rydberg-Konstante
Stefan-Boltzmann-Konstante
Universelle Gaskonstante

Elektronenvolt

gebrauchliche
Formelzeichen

To
u
Na
ke

€0

Wert

0K = —273,15°C

1,660539 - 10727 kg

6,0221367 - 1023 mol~1
1,380658 - 10723 JK~1

8,854 187817 -107 2 AsV~Im™!
1,60217733-1071° As

9,806 65 ms 2

6,67259- 1071 m3kg~ts7?
2,997 92458 - 108 ms~!
1,2566370614-10°VsA~tm™!
101325Nm~2
6,6260755-1073* Js
9,1093897 - 10731 kg

1,6749286 - 1072 kg
1,6726231-1072%"kg
1,0973731534 - 10" m™!
567032107 8Wm™2K™*
8,314510 JK~ 1 mol~!

leV =1,60217733-1071°J
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Aufgabe 1 Mechanische Spielereien (10+10 Pkt.)

Zeit fiir physikalische Spielereien! In einer offensichtlich speziell fiir physikbegeisterte Menschen ein-
gerichteten Mitmachausstellung gibt es allerlei zu entdecken. Schau dir zwei mechanische Exponate
genauer an und tberzeuge dich selbst.

1.1 Wasserspiel

An einer der ersten Stationen kannst du Wasser am oberen Ende in eine Rinne i
der Lange L = 100cm gieBen, das an dem unteren Ende aus der Rinne her- f \
auslauft. Die Rinne ist, wie nebenstehend abgebildet, an dem unteren Ende in ,&
einer Hohe h = 200 cm uber dem Erdboden fixiert. Das obere Ende der Rinne
kannst du aber in der Hohe variieren. Die Hohe des oberen Endes beeinflusst
offensichtlich, wie weit ein Wasserstrahl kommt, bevor er auf den Boden trifft.

1.a) Bestimme naherungsweise die maximale horizontale Weite, gemessen
vom unteren Ende der Rinne, die du mit dem Wasserstrahl erreichen
kannst und welchen Winkel die Rinne dazu mit der Horizontalen ein-
schlieBen muss. (10 Pkt.)

Du kannst dabei annehmen, dass sich das Wasser reibungsfrei bewegt und dass  Aphildung 1: Aufbau
es mit einer vernachlassigbaren Geschwindigkeit in die Rinne gegossen wird. des Wasserspiels.

1.2 Luftkissenbahn und Reibung an einer Wand
(Idee: Lucas Rettenmeier)

Ein weiteres Highlight der Ausstellung ist die Luftkissenbahn, auf ! !
der sich ein kleiner, flacher Quader der Masse m, wie in der neben-
stehenden Abbildung skizziert, reibungsfrei bewegt. Die Luftkissen-
bahn wird auf zwei Seiten durch feste Wande mit einem Abstand b
voneinander begrenzt.

Betrachte den Fall, bei dem du den Quader von der linken Wand mit T
einer Geschwindigkeit vy in einem Winkel von o = 45° zur Wand )
startest.
Luftkissenbahn
Bei jedem Stol mit einer Wand nimmt die Geschwindigkeit des 4 =
Quaders entlang der Wande ab, obwohl die dabei auftretenden Ver- ’ b ‘

f?rmungen als el.astlsch angenommen werden -konnen. Na‘ch‘ dem Abbildung 2 Aufsicht auf die
flinften Stols besitzt der Quader so gut wie keine Geschwindigkeit
mehr entlang der Wande und bewegt sich nur noch senkrecht zwi-
schen den Wanden hin und her.

Luftkissenbahn beim Start des
Quaders.

1.b) Bestimme den Gleitreibungskoeffizienten zwischen Wand und Quader und gib einen Ausdruck
fiir die von dem Quader entlang der Wande (in der Skizze nach oben) insgesamt zuriickgelegte
Strecke in Abhangigkeit von den gegebenen GroBken an. (10 Pkt.)

Nimm zur Losung an, dass sich der Quader wahrend der Bewegung nicht dreht.
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Loésung
1.1
1.a) Da keine Reibung wirkt, lasst sich die Geschwindigkeit v des Wassers am Ende der Rinne aus der
Energieerhaltung berechnen. Es gilt:
1
Epv2:ng sin o und damit v=+/2gLl sina. (1.1)

/1IN

Dabei bezeichnen a den Kippwinkel der Rinne zur Horizontalen, g die Schwerebeschleunigung auf
der Erde und p die Dichte von Wasser. Nach dem Verlassen der Rinne fallt das Wasser frei. Die
anfangliche Geschwindigkeit in vertikale Richtung betragt dabei v sina, so dass das Wasser zur
Zeit t nach dem Verlassen der Rinne eine Fallstrecke

1
y(t)zigtz—kvsinat (1.2)

zuriickgelegt hat. Es erreicht den Boden, wenn y(tg.en) = h gilt. Einsetzen der Geschwindigkeit
aus (|1.1)) ergibt eine quadratische Gleichung fiir tg.e, , die nur eine positive Lésung besitzt. Damit
trifft das Wasser nach einer Fallzeit

20 ( | h
taoden = g( sin3a+L—sin3/2a> (1.3)

auf den Boden. Fiir die horizontale Strecke x, die das Wasser bis zum Auftreffen auf den Boden
zuriicklegt, gilt demnach

h
X = V COSQ tgogen = 2 LVsina cos o ( sina + T sin/2 a> . (1.4)

Es ist bemerkenswert, dass das Ergebnis unabhangig von der Schwerebeschleunigung g ist.

Um das Maximum der Weite x zu bestimmen, kann man, wie in Abbildung[3] x als Funktion von
a auftragen und das Maximum graphisch bestimmen.
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Abbildung 3: Horizontaler Abstand x von dem unteren Ende der Rinne in dem der Wasserstrahl
auf den Boden trifft als Funktion des Winkels o, den die Rinne mit der Horizontalen einschlielst.

Aus dem Graphen ergibt sich fiir die maximale Weite x..., ndherungsweise

X = (137 £ 1)cm|  bei dem Winkel  |a = (254 1)°

. (1.5)
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1.2 [Luftkissenbahn und Reibung an einer Wand|

1.b) Wir bezeichnen die Richtung quer zur Wand als x-Richtung (positiv nach rechts) und die Richtung
entlang der Wand als y-Richtung (positiv nach oben). Betrachte den ersten Stol des Quaders
mit der rechten Wand. Da in x-Richtung nur elastische Verformungskrafte wirken, kann hier keine
Bewegungsenergie verloren gehen. Damit entspricht die x-Komponente der Quadergeschwindig-
keit nach dem Stold gerade dem urspriinglichen Wert aber mit verandertem Vorzeichen. Die Wand
bewirkt also einen Kraftstoll auf den Quader, der gerade der Impulsianderung Apy in x-Richtung
entspricht:

/thX:ApX:—va—(va):—2va:—2mvo cosa. (1.6)

In y-Richtung wirkt wahrend des StoRes eine (Gleit-)Reibungskraft Fg, die zum Abbremsen der
Bewegung in y-Richtung flihrt und damit eine Impulsanderung Ap, mit

Apy:—/thR:—/dtuFN:u/thX:u,ApX:—Qu,mvo cosa (1.7)

bewirkt. Dabei wurde verwendet, dass die Reibungskraft ausgedriickt werden kann als das Produkt
aus Normalkraft Fy auf die Wand und dem Gleitreibungskoeffizienten w. Da der Kraftstofl in x-
Richtung bei jedem Stols betragsmaRig gleich grof ist, ist auch die Impulsanderung in y-Richtung
bei jedem der Stoke gleich grof und es gilt

|Apy| = | —2umvy cosa| =2umuvy sina:2up§,0). (1.8)

Dabei wurde ausgenutzt, dass fiir &« = 45° die Werte von sina und cosa gleich sind. Damit
wird bei jedem der WandstoRke der Impuls in y-Richtung um einen Anteil 2 i des urspriinglichen
Impulses pf,o) in diese Richtung verringert.

Nach N = 5 Stoken mit der Wand hat der Quader seinen kompletten Impuls in y-Richtung
verlorelﬂ. Damit muss fiir den Gleitreibungskoeffizienten

0,1 (1.9)

1
1=N-2u bzw. u:ﬂ:

gelten.

Die Geschwindigkeit des kleinen Quaders in x-Richtung andert sich wahrend der Bewegung be-
tragsmalig nicht, so dass er fiir das Zuriicklegen der Strecke von einer zur anderen Wand immer
eine Zeit b/vy bendtigt. Der Impuls in y-Richtung betrdgt nach dem i-ten StoB mit 0 </ < 5
noch pﬁo)(l —2iw). Der Quader legt daher zwischen dem /-ten und dem / + 1-ten StoR mit der
Wand eine Strecke

(0) (0) . .
WPy g iy PPy () _
y - (1—i2uw) " b . <1 N b (1 N (1.10)

in y-Richtung zuriick. Im letzten Schritt wurde dabei verwendet, dass fiir o = 45° die anfanglichen
Impulskomponenten in x- und y-Richtung gleich sind.

Die Strecke y, die der Quader bis zu dem N-ten Stol in y-Richtung insgesamt zuriicklegt, ist
damit

N—-1 N—1 .
_ (i) — Yy C(N-DNY _ N+T n=s 11
y=2_v bZ:(l > b(N o 5 b'="30. (1.11)

!Die Aufgabenstellung legt nahe, dass der komplette fiinfte StoB zum Abbremsen benétigt wird. Man kdnnte auch
argumentieren, dass der Restimpuls in y-Richtung kleiner ist und ein Teil des StoRes ausreicht. Auf jeden Fall muss
0,1 < u < 0,125 gelten, da der vierte StoR zum Abbremsen noch nicht ausgereicht hat.
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Bewertung - |Mechanische Spielereien Punkte
1.a) Bestimmen der Wassergeschwindigkeit am Ende der Rinne (|1.1]) 2

Annehmen eines freien Falls auBerhalb der Rinne 1
Bestimmen der Fallzeit des Wassers (|1.3)) 2
Ableiten der beim Fallen zurlickgelegten horizontalen Strecke ((1.4)) 1
Formulieren eines sinnvollen Ansatzes zur Bestimmung des Maximums (gra- 2

phisch, numerisch, ...)
Bestimmen eines Wertes fiir die Weite mit 135cm < x,., < 139cm 1
Bestimmen eines Wertes fiir den Winkel mit 23° < o < 27° 1
1.b) Erkennen, dass der Betrag des Impulses in x-Richtung erhalten bleibt 2
Bestimmen der GroRe des KraftstoRes ([1.6)) 1
Ableiten eines Ausdruckes fiir Impulsanderung in y-Richtung bei Stofs 2
Erkennen, dass Impulsanderung |Ap, | bei jedem StoR konstant ist 2
Berechnen des Gleitreibungskoeffizienten 1
Angabe eines Ausdruckes fiir die in y-Richtung zuriickgelegte Strecke ([1.11]) 1
Berechnen des Endergebnisses fiir y in 1
20
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Aufgabe 2 Quanteneffekte von Elektronen in Magnetfeldern (23+17 Pkt.)

(Idee: Academic Committee der 47. Internationalen PhysikOlympiade 2016 in Ziirich)

Das Anfang des 20. Jahrhunderts entwickelte Bohrsche Atommodell erlaubte erstmalig eine theoretische
Erklarung der GroBe von Atomen sowie von Spektrallinien im Wasserstoffatom. Auch wenn das Modell
auf Postulaten basiert, die im Widerspruch zum Beispiel zur klassischen Mechanik und zur Elektrodyna-
mik stehen, und genauere Experimente Unzuldanglichkeiten des Modells aufdeckten, war es aulerordent-
lich erfolgreich. Auch heute noch finden sich in vielen Darstellungen von Atomen die fiir das Bohrsche
Atommodell typischen Bahnen der Elektronen um den Atomkern.

Die Grundannahme des Bohrschen Atommodells ist, dass sich die Elektronen eines Atoms ohne Ener-
gieverlust in Kreisbahnen um den Atomkern bewegen. Dabei sind nur solche Kreisbahnen erlaubt, fiir die
der Bahndrehimpuls ein ganzzahliges Vielfaches des reduzierten Planckschen Wirkungsquantums fi = %
mit h ~ 6,626 - 10734 Js ist. Diese Bedingung lisst sich iiber den Impuls p des Elektrons entlang der
Kreisbahn und deren Radius r ausdriicken durch

p=—,
r

mit einer beliebigen ganzen Zahl n € Z, die das Quantenniveau kennzeichneiﬂ

Wenn sich ein Atom in einem externen Magnetfeld befindet, muss diese Quantisierungsbedingung modi-
fiziert werden. Fiir ein Elektron der Ladung —e, das sich auf einer Kreisbahn bewegt, die senkrecht zur
Richtung eines homogenen und konstanten Magnetfeldes orientiert ist, deren magnetische Flussdichte
den Betrag B besitzt, lautet die Quantisierungsbedingundﬂ

rp er’B
=n.

h 2h

Mit Hilfe dieser Quantisierungsbedingung lassen sich eine Reihe spannender Quantenphdnomene erkla-
ren. Genau das sollst du im Folgenden nachvollziehen.

Nimm dazu in dieser Aufgabe an, dass sich die Elektronen als nichtrelativistische Teilchen betrachten
lassen und vernachlassige das magnetische Moment des Elektrons aufgrund seines Spinsﬂ Nach dem
Pauliprinzip kann sich dann in jedem Quantenzustand nur ein Elektron befinden.

2.1 Unerwartete Strome

Klassisch fliet durch ein an eine Spannungsquelle angeschlossenes Stiick Metall ein Strom, der propor-
tional zur Spannung liber dem Material ist. In einem sehr kleinen und diinnen Metallring kann bei tiefen
Temperaturen aber auch ganz ohne eine externe Spannungsquelle ein Strom flieBen.

Betrachte zur Erklarung dieses Stromes einen Ring mit Radius r, in dem sich eine groke Anzahl N
Leitungselektronen der Masse m befindet. Nimm an, dass sich die Elektronen nur entlang des Ringes
bewegen konnen und damit auf eine eindimensionale Bewegung eingeschrankt sind.

2.a) Berechne die gemal der Bohrschen Quantisierung moglichen Energieniveaus E, mit n € Z der
Elektronen unter dem Einfluls eines senkrecht zur Bewegung orientierten magnetischen Feldes der
Flussdichte B. Zeige, dass fiir B # 0 die Energieniveaus E, und E_, verschieden sind. (4 Pkt.)

2In vielen Darstellungen des Bohrschen Atommodells werden nur positive Werte fiir n betrachtet. Die negativen Werte
tragen den beiden moglichen Umlaufsinnen des Elektrons Rechnung und die Hinzunahme des Wertes n = 0 erlaubt
auch den quantenmechanisch moglichen Zustand mit verschwindendem Bahndrehimpuls.

3vgl. z. B. Canuto & Kelly (1972). Hydrogen atom in intense magnetic field. Astrophysics and Space Science, 17(2),
277-291.

*Fiir Elektronen in starken Magnetfeldern ist das eine passende Annahme, da sich ihr Spin in dem Magnetfeld ausrichtet.
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Wenn die Starke des Magnetfeldes erhbht_wird, andern sich auch die moglichen Energieniveaus der
Elektronen. Fiir bestimmte Werte AB der Anderung der magnetischen Flussdichte wird das Spektrum
der Energieniveaus aber auf sich selbst abgebildet.

2.b) Bestimme den kleinsten von Null verschiedenen Wert fiir AB, bei dem das Spektrum der Ener-
gieniveaus unverandert bleibt. (3 Pkt.)

2.c) Gib einen Ausdruck fiir die Stromstarke /, in dem Ring an, die von einem Elektron in dem n-ten
Quantenniveau hervorgerufen wird. (2 Pkt.)

Elektronen sind Fermionen. Nach dem Pauliprinzip kann daher jeder Quantenzustand durch maximal
ein Elektron besetzt sein. Bei sehr niedrigen Temperaturen besetzen die Elektronen in dem Ring die
Zustande mit den niedrigsten moglichen Energien.

2.d) Leite einen Ausdruck fiir die bei sehr tiefen Temperaturen und gegebener Elektronenanzahl N
insgesamt durch den Ring fliekende Stromstarke /(B) als Funktion der magnetischen Flussdichte
ab und skizziere qualitativ den Verlauf von /(B). Die magnetische Flussdichte soll dabei in einem
Bereich von einigen AB um B = 0 variieren. (8 Pkt.)

2.e) Berechne die maximale Stromstarke /.., die durch diesen Effekt in einem Aluminiumring mit ei-
nem Radius von r = 300 nm und einer Elektronendichte entlang des Ringes von A = 2,0 - 109 m~!
hervorgerufen wird. Die Grole A gibt dabei die Anzahl der Elektronen pro Ringlange an. Verglei-
che den Wert fiir die maximale Stromstarke mit der Abschatzung /.., = 287‘:Fr. Hierbei ist v¢ die so
genannte Fermigeschwindigkeit eines Elektrons, die sich ergibt, wenn man die kinetische Energie

des Elektrons mit der Fermienergie Er = 11,64 eV von Aluminium gleichsetzt. (3 Pkt.)

Bei hoheren Temperaturen besetzen die Elektronen nicht nur die tiefsten Energieniveaus, sondern auch
Zustande hoherer Energien. Der untersuchte Effekt verschwindet dann.

2.f) Schatze fiir den Ring aus dem letzten Aufgabenteil grob ab, ab welcher Temperatur der Effekt
nicht mehr auftritt. (3 Pkt.)

2.2 Der Quanten-Hall-Effekt

Mit Hilfe der Bohrschen Quantisierung lasst sich auch der Quanten-Hall-Effekt an einem Modellsystem
erklaren.

Betrachte dazu ein System von Elektronen bei tiefen Temperaturen, die sich ausschliellich in einer Ebene
bewegen konnen. Die Elektronen befinden sich in einem starken Magnetfeld der konstanten Flussdichte
B, das senkrecht zu der Ebene orientiert ist. Wenn eine Spannung U entlang einer Richtung in der Ebene
angelegt wird, fiihrt dies zu einem Stromfluss der Stromstarke I, ~ U in der Ebene, aber senkrecht zu der
Spannung. Anders als beim klassischen Hall-Effekt ist der Hall-Strom /,; beim Quanten-Hall-Effekt keine
lineare Funktion der Magnetfeldstarke, sondern kann nur die Werte [, = RLKU mit k € N annehmen.
Die Grolke Ry wird Klitzing-Konstante genannt.

2.g9) Die Klitzing-Konstante Ry ist eine aus fundamentalen Naturkonstanten zusammengesetzte Gro-
[Ge. Bestimme einen Ausdruck fiir Rx, in dem nur die Planck-Konstante h, die Elementarladung
e und die Lichtgeschwindigkeit ¢ vorkommen. Mogliche numerische Faktoren konnen dabei zu 1
gesetzt werden. (3 Pkt.)

Die nachsten Aufgabenteile sollen den Mechanismus, der zu dem Quanten-Hall-Effekt fiihrt, mit Hilfe
der Bohrschen Quantisierungsbedingung veranschaulichen.
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2.h) Unter dem Einfluss des Magnetfeldes bewegen sich die Elektronen in der Ebene auf Kreisbahnen,
den so genannten Zyklotronorbits. Verwende die Bohrsche Quantisierungsbedingung und bestim-
me die Radien r, der quantisierten Zyklotronorbits sowie deren Energieniveaus E,. (3 Pkt.)

Betrachte nun ein zusatzliches, schwaches elektrisches Feld der konstanten Feldstarke E, das in der
Ebene angelegt wird.

2.1) Zeige ohne Beriicksichtigung von Quanteneffekten, dass die Zyklotronorbits der Elektronen unter
dem Einfluss des elektrischen und magnetischen Feldes eine Driftbewegung senkrecht zum elek-
trischen und magnetischen Feld mit einer Driftgeschwindigkeit des Betrages vy = g ausfiihren.
(5 Pkt.)

Im Folgenden soll die in Abbildung [4] gezeigte Si-
tuation untersucht werden. Die Elektronen bewe-
gen sich in einem Kreisring mit innerem Radius
R1 und duBerem Radius R> mit Ry — R1 <€ R;.
Zwischen innerem und dulerem Radius ist ei-
ne Spannung U angelegt. Nimm an, dass die
Spannung zu einem radialen elektrischen Feld
mit konstanter Feldstarke E in dem Kreisring
fiihrt. Senkrecht zu dem Kreisring verlauft ein
magnetisches Feld der konstanten Flussdichte B.

Die Elektronen bewegen sich aufgrund des Ma- ' . '
gnetfeldes auf quantisierten Zyklotronorbits, de- Abbildung 4: Nicht malstabsgerechte Skizze des be-

ren Radius als sehr viel kleiner als der Abstand trachteten Kreisringes, in dem sich die Elektronen

R> — Ry angenommen werden kann. bewegen.

Die Zyklotronorbits kénnen nun selbst als Teilchen der Ladung —e (Elektronenladung) und Masse m
(Elektronenmasse) aufgefasst werden. Aufgrund des Drifts in den Feldern bewegen sie sich entlang des
Kreisringes auf so genannten Driftorbits. Auch diese Orbits lassen sich quantisieren.

2.j) Nutze die Bohrsche Quantisierungsbedingung und zeige, dass fiir sehr schwache elektrische Felder
die zulassigen Radien R, mit £ € N der Driftorbits gegeben sind durch R, = ht (2 Pkt.)

meB"”

2.k) Nimm an, dass die Elektronen nur das niedrigste, von Null verschiedene Energieniveau der Zyklo-
tronorbits besetzen und dass alle in dem Kreisring moglichen Driftorbits gefiillt sind. Auf jedem
Driftorbit befindet sich dann genau ein Elektron. Bestimme die Stromstarke /,; des entlang des
Kreisringes flieBenden Stromes als Funktion der Spannung U. Vernachlassige dabei die Bewegung
der Elektronen in Richtung des elektrischen Feldes. Bestimme daraus die Klitzing-Konstante Ry
und vergleiche dein Ergebnis mit dem ersten Aufgabenteil. (4 Pkt.)

/1IN
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Loésung

2.1 [Unerwartete Strome|

2.a) Die gegebene Quantisierungsbedingung fiihrt fiir den Impuls p, im n-ten Quantenniveau auf

h er?
pn(B) = - (”‘FMB) (2.1)
und damit fir die Energie auf
2 2 2 2
_Pr__h er
E"(B)_2m_2mr2 <n+ 2hB> ' (2.2)

Fir die Differenz der Energieniveaus mit positiver und negativer Quantenzahl gilt

h? er2 \? er2 \? hen
En(B)—E_n(B): 2mr2 n+ﬁ8 — —n—&-ﬁB = TB (23)

Das Magnetfeld bricht also die Symmetrie zwischen den Umlaufsinnen der Elektronen.

2.b) Das Energiespektrum wird durch eine Erhohung der magnetischen Flussdichte B um AB auf sich
selbst abgebildet, wenn fur alle n € Z simultan

En(B+AB) = Enik(B) (2.4)
mit einer natiirlichen Zahl k ist. Nach Gleichung (2.2)) muss fiir AB also gelten:

er? er? 2h
—(B+ AB) = k+—B ) AB=——=xk. 2.
n+ 2h( +AB)=n+ +2h bzw o2 (2.5)

Der kleinste Wert von AB ergibt sich fiir k =1 zu

2h

Durch eine Erhohung der magnetischen Flussdichte um diesen Wert von AB wird das Energieni-
veau E, auf das Niveau mit Energie E,;1 abgebildet. Auf gleiche Art und Weise wird bei einer
Anderung der magnetischen Flussdichte um —AB das Energieniveau mit £, auf das Niveau mit
Energie E,_1 abgebildet.

2.c) Fir den Strom /,,, der von einem Elektron im n-ten Quantenzustand hervorgerufen wird, gilt

4eVn(B)
2mwr

/n(B) = (2-7)

Dabei bezeichnet v, die Geschwindigkeit des Elektrons, die sich mit p, = mv, aus dem Impuls
ergibt. Mit Hilfe von ([2.1)) folgt daraus fiir den Strom

e pn eh er? eh B
1n(B) = — . B)=—_°1_ 2 2.
n(B) 2mTrm 27rr2m<n+ 2h ) 27rr2m<n+AB> ' (2.8)

wobei die GroBe AB = 62—:72 aus dem vorigen Aufgabenteil verwendet wurde.
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2.d) Wir betrachten getrennt die Falle einer ungeraden und einer geraden Anzahl an Elektronen.
Ungerade Elektronenanzahl

Eine ungerade Anzahl N an Elektronen lasst sich schreiben als N =: 2M + 1 mit M € N. Fir
B = 0 sind die Energiezustande symmetrisch um n = 0, so dass bei tiefen Temperaturen alle
Energieniveaus mit —M < n < M gefiillt sind. Auch fiir kleine Magnetfeldstarken andert sich an
der Besetzung nichts, so dass sich der Gesamtstrom /(B) in diesem Fall ergibt zu:

eh B ehN B B
I(B) = ZM_Qwr2m(n+AB>__27rr2mAB_' —2h 35| (2:9)

Diese Formulierung ist giiltig im Bereich —AB/2 < B < AB/2, wie im Folgenden gezeigt wird.

Wird die Starke des Magnetfeldes erhoht, so verschieben sich die Energieniveaus gemag ([2.2)).
Fir B = AB/2 ist die Energie des Zustandes mit n = —(M+1) gleich der Energie des Zustandes
mit n = M, denn

2 1\2 2 1\2
E_mi1)(AB/2) = T (—/\/1— 1+ 2) =5 <M+2> = En(AB/2).  (2.10)

Bei einer weiteren Erhohung der magnetischen Flussdichte steigt die Energie des Niveaus M an,
wahrend die Energie des Niveaus —(M + 1) geringer wird. Da die Gesamtenergie der Elektronen
minimal sein soll, wird daher nun nicht mehr der Zustand des Quantenniveaus M sondern der mit
—(M + 1) besetzt. Fiir die Stromstdrke bedeutet dies nach eine Differenz von

I,(MH)—/M:—%(—I\/I—l—/\/l):%:ﬂo. (2.11)
Die Stromstarke springt bei der magnetischen Flussdichte von AB/2 also von dem Wert —/g
auf den Wert /g und fallt bei einer weiteren Erhohung der Flussdichte erneut linear ab. Diese
Spriinge treten mit der Periodizitat AB auf, namlich immer dann, wenn die Energie des obers-
ten unbesetzen Zustandes mit negativer Quantenzahl gleich der Energie des obersten besetzten
Quantenzustandes ist. Dann findet eine Besetzungsanderung der Elektronenzustinde statt. In
gleicher Weise lasst sich bei einer Verringerung der Flussdichte argumentieren. Eine kompakte
Darstellung fiir die Stromstirke im allgemeinen Fall ist weiter unten mit Gleichung ange-
geben.

Gerade Elektronenanzahl

Eine gerade Anzahl N an Elektronen lasst sich schreiben als N =: 2M mit M € N. Fiir sehr
kleine positive magnetische Flussdichten B besitzen die Niveaus mit positiven Quantenzahlen n
nach eine hohere Energie als die dazugehorigen Niveaus mit negativen Quantenzahlen —n.
Daher sind bei tiefen Temperaturen alle Energieniveaus mit —M < n < M — 1 gefiillt und es gilt
fiir den Gesamtstrom in diesem Fall

M-1

(8= —% <n+AE;> =21/ (;—AE;> . (2.12)

n=—M

Dieser Ausdruck gilt fiir 0 < B < AB. Fir B = AB findet auch hier eine Besetzungsanderung
der Zustande statt, da der Zustand mit Quantenzahl —(M + 1) dann die gleiche Energie besitzt
wie der Zustand mit Quantenzahl M — 1, denn

h2 2
(-M —1+1)* =

E_(my1)(AB) = (M—=141)%= Ey_1(AB). (2.13)

2mr2 2mr?
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Fiir die Stromstarke bedeutet dies nach (2.8)) erneut eine Differenz von

I (ms1) — Imo1 = _Zwerz —(-M-1-M+1)= % —21/p. (2.14)
Die Stromstarke springt bei der magnetischen Flussdichte von AB also von dem Wert — /g auf den
Wert lo und fallt bei einer weiteren Erhéhung der Flussdichte erneut linear ab. Diese Spriinge tre-
ten mit der Periodizitat AB auf, namlich immer dann, wenn die Energie des obersten unbesetzen
Zustandes mit negativer Quantenzahl gleich der Energie des obersten besetzten Quantenzustan-
des ist. Dann findet eine Besetzungsanderung der Elektronenzustande statt. In gleicher Weise
lasst sich, ausgehend von B = 0 die Verringerung der Flussdichte behandeln, so dass sich dieses
periodische Verhalten auch fiir negative Werte von B fortsetzt. Eine kompakte Darstellung fiir

die Stromstarke im allgemeinen Fall ist in Gleichung (2.15]) angegeben.

Zusammentfassung

Die Stromstarke /(B) in dem Ring lasst sich zusammenfassend darstellen als

I(B) = 21 (& - & +2%]), fir N ungerade (2.15)
lo—21lo (55 — |£5])), fiir N gerade

mit lp = 228 und AB = 2% Die GauRklammer |A] gibt dabei die groRte ganze Zahl an, die

T 47r?m er?:

kleiner oder gleich A ist. So sind L%J =1 und —%J =—1.
In Abbildung [5] ist der Verlauf der Stromstarke skizziert.

1y N N " E
SN RN [ 4
[ : \\ RN 1 \\ B
[~ \ 1 B
05 N ulnget*qc\je PN g?rade : ' q
~ L \ A
[ \\ : \\ : \\ 1 \\ 1
[ \\ 1 \ ! N ! \ B
© B \ | \ ! \\ ! \ N
~ 0 N \ \ K
-~ AN ! \ : N 1 \ [
i U ' ! "\ . Voo
L \ 1 A ! \ B
—05} \\ : AR ! ' : AN *:
I N N N o
I N 1 v ! \\ 1
L A N \\' i
Al 1 —
_1 T T T T SN T T T (N H RS HR SRR
-20 -—-15 -10 -05 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
B/AB

Abbildung 5: Qualitativer Verlauf der Stromstarke | im Ring in Abhangigkeit von der magnetischen
Flussdichte B fiir eine ungerade Anzahl an Elektronen (blau) und eine gerade Anzahl an Elektronen
(rot, gestrichelt).

Sowohl die maximale Stromstarke als auch die Periodizitat des Verlaufes ist unabhangig davon,
ob sich eine gerade oder ungerade Anzahl an Elektronen in dem Ring befindet.

2.e) Die maximale Stromstéarke entspricht der bereits eingefiihrten Groke /p. Mit den gegebenen Werte
ist

eh N eh A _8
/max_47rr2m_2rmw6'2'1O Al (2.16)
Die Abschatzung mit Hilfe der Idee, dass der Strom durch ein einzelnes Elektron verursacht wird,

welches sich mit der Fermigeschwindigkeit auf der Kreisbahn bewegt, ergibt

_ V2E
= _eV2Em L 0 TAl (2.17)
2mr 2mr
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Die beiden Werte weichen um etwa einen Faktor drei voneinander ab und liegen damit in der
gleichen Grolkenordnung.

2.f) Der Effekt sollte verschwinden, wenn die thermische Energie ks T in der gleichen GréBenordnung
liegt, wie der Abstand der Energieniveaus der Quantenzustande. Betrachte fiir eine Abschatzung
daher bei einer ungeraden Anzahl N =2 M + 1 Elektronen und B =0

n? N T h° A

2_ 2| _
2mr2{(M+1) M} 2mr2 mr (2.18)

Emvir— Em =

Gleichsetzen mit der thermischen Energie liefert als Abschatzung fiir die maximale Temperatur

T A2\

Tmax = ke mr
B

~ 19K]. (2.19)

Oberhalb von etwa 20 K sollte der Effekt also nicht mehr beobachtbar sein. Tatsachlich wurde er
bisher nur bei noch niedrigeren Temperaturen beobachtet (s. Literaturhinweise in den FuBnoten).

Bemerkung: Das in dieser Aufgabe betrachtete Phanomen der so genannten persistent currents wurde
bereits in den 80er Jahren des 20. Jahrhunderts theoretisch vorausgesagtﬂ Ein schlussiger experimen-
teller Nachweis gelang allerdings erst in den letzten zehn Jahrerﬁ.

2.2 [Der Quanten-Hall-Effekt

2.9) Gemal der Aufgabenstellung lasst sich die Klitzing-Konstante schreiben als

R« = h* éP ¢V (2.20)
mit reellen Konstanten o, B und -y. Ein Vergleich der physikalischen Dimensionen der Grofen
ergibt

[Re] = VAL = [n]* [e]P [c]" = V¥ A2HF 22487 ;Y (2.21)
Durch einen Koeffizientenvergleich der Werte folgen daraus a = 1, 8 = —2 und v = 0. Damit

ergibt sich aus dieser Dimensionsbetrachtung

Re=—|. (2.22)

2.h) Im magnetischen Feld bewirkt die Lorentzkraft die fiir eine Kreisbahn notwendige Zentripetalkraft
auf die Elektronen. Fiir den Radius r einer Elektronenkreisbahn und die dazugehorige Kreisfre-
quenz w gilt daher

2

) eB
mwr=cecwrB und damit w=—".

p= (2.23)
Die Zyklotronfrequenz w ist also unabhangig von dem Radius der Kreisbahn. Fiir die Quantisierung
ist zu beachten, dass es in diesem Fall nur einen moglichen Umlaufsinn fiir die Elektronen gibt,
die durch das Kraftgesetz fiir die Lorentzkraft festgelegt ist. Die Quantenzahl n kann daher keine

negativen Werte und auch nicht Null annehmen.

Svgl. z. B. Biittiker, Imry & Landauer (1983). Josephson behavior in small normal one-dimensional rings. Physics letters
a, 96(7), 365-367 und Cheung, Gefen, Riedel & Shih (1988). Persistent currents in small one-dimensional metal rings.
Physical Review B, 37(11), 6050.

bvgl. z. .B. Blcszynski-Jayich, Shanks, Pcaudccerf, Ginossar, von Oppen, Glazman & Harris (2009). Persistent currents
in normal metal rings: comparing high-precision experiment with theory. Science, 326(5950), 272-275 und Bluhm, H.,
Koshnick, N. C., Bert, J. A., Huber, M. E., & Moler, K. A. (2009). Persistent currents in normal metal rings. Physical
review letters, 102(13), 136802.
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Die Bohrsche Quantisierungsbedingung liefert fiir den Fall der Zyklotronbahnen mit n € N

_pn_erpB _mwri er;B _er;B

h 26 h 2  2h

[2nh

Die Energieniveaus dieser quantisierten Kreisbahnen sind

(2.24)

und damit

mw?r? heB

E. —
n 2 m

n=hwn|. (2.26)

Hinweis: Bei einer vollstandig quantenmechanischen Betrachtung ergibt sich fiir die Energien
dieser so genannten Landau-Niveaus £, = fiw (n+ 3) mit n € N.

2.1) Wahle das Koordinatensystem so, dass sich die Elektronen in der x-y-Ebene bewegen kénnen und
das elektrische Feld entlang der x-Achse orientiert ist. Die magnetische Flussdichte zeigt dann
entlang der z-Achse.

Auf ein Elektron mit Ortsvektor = (x, y, 0) wirken die Kraft durch das elektrische Feld sowie die
durch das Magnetfeld vermittelte Lorentzkraft. Es ergibt sich damit fiir die Bewegungsgleichung
des Elektrons:

E X 0 E+yB
ﬁ:m?’:—e(EJrFx é):—e o)y x|o]]=-el —xB|. 27
0 0 B 0
Aufintegrieren lber die Zeit t ergibt
_ X o [Et+(y—y0)B ,
r=1y|=—— —(x—x0) B +1n. (2.28)
0 m 0

Dabei sind 7% und 7y die Anfangsposition bzw. -geschwindigkeit des Elektrons. Wechselseitiges
Einsetzen von ([2.28)) in die Bewegungsgleichung (2.27)) fiihrt auf

E+£B%(x—x)+ B

. e .
r=-— £eB2(Et+y—y)-—xB
0 (2.29)
0
. . 282
= CE-ShxB-T|F-R+ &t
m m m O

Dieser Ausdruck fiir die Beschleunigung lasst sich wie folgt interpretieren: Der erste Summand ist
die Beschleunigung der Elektronen aufgrund des elektrischen Feldes. Der zweite Summand spiegelt
die Lorentzkraft aufgrund der anfanglichen Geschwindigkeit des Elektrons wieder. Der dritte Term
entspricht einer zweidimensionalen harmonischen Bewegung um die Koordinate rp — (0, g t,0).
Die Ruhelage der Schwingung bewegt sich also mit der Geschwindigkeit |vp| = % in y-Richtung.
Das ist die gesuchte Drift des Zyklotronorbits.
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2.j) Analog zur Quantisierung der Zyklotronorbits ergibt sich fiir die Quantisierung der Driftorbits

2.K)

Remv, eR;B
A e (2.30)

Der erste Summand ist wegen v, = g proportional zu E, wahrend der zweite nicht von E abhangt.
Fir genligend kleine elektrische Felder kann der erste Term daher vernachlassigt werden. Damit
ergibt sich fir die zulassigen Radien der Driftorbits

2h¢ h?t
Re_\/eB  VrweB/| (2.31)

Das nach der oberen Gleichung eigentlich auftretende Minuszeichen wurde dabei in die Quanten-
zahl £ aufgenommen, die so alle natiirlichen Zahlen annehmen kann.

Die Stromstarke, die durch den £-ten Driftorbit hervorgerufen wird betragt

|, — evw, ek meB (2.32)
8= oxRr, 2nBV he - '

Die insgesamt durch die Drift der Elektronen verursachte Stromstarke /,; ergibt sich durch Auf-
summieren der Strombeitrage aller Driftorbits mit Radien zwischen Ry und R». Die entsprechen-
den Grenzen fiir die Quantenzahl £ ergeben sich mit (2.31)) zu

meBR?
lio= T” (2.33)

Die Summe iiber die einzelnen Beitrage lasst sich durch ein Integral anndhern und ergibt

A y)
eE |me 2 1 eE e
" :zzze "N r\hB /e_el‘“ Vi~ w \nB (Ve-va). (2:34)

was durch Einsetzen der Quantenzahlen auf das Ergebnis

e?E 2

e

und damit in Ubereinstimmung mit dem ersten Aufgabenteil auf die Klitzing-Konstante R« = %
fiihrt.
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Bewertung - |Quanteneffekte von Elektronen in Magnetfeldern Punkte
2.a) Verwenden des quantisierten Impulses ([2.1)) 1

Angeben der Energie ([2.2)) 2
Berechnen der Energiedifferenz (2.3)) 1
2.b) Aufstellen einer Bedingung fiir die Energien 1
Bestimmen des minimalen Wertes fir AB 2
2.¢) Ausdriicken des Stromes durch Ladung, Geschwindigkeit und Umfang 1
Angeben der Stromstarke ([2.8)) 1
2.d) Verwenden einer Fallunterscheidung fiir gerade und ungerade N 1
Berechnen der Strome in der Nihe von B =0 und 1
Ausnutzen der Periodizitat des Spektrums mit AB und beriicksichtigen der Be- 2
setzungsanderung
Ableiten der Spriinge in | durch Besetzungsanderung 1
Angeben eines allgemeinen Ausdruckes fiir Stromstarke (2.15)) 1
Skizzieren des Verlaufes der Stromstarke fiir gerades und ungerades N 2
2.e) Berechnen der maximalen Stromstarke (2.16)) 1
Ableiten eines Ausdruckes fiir die Stromstarke durch Fermielektronen 1
Bestimmen des numerischen Wertes in und vergleich der Stromstarken 1
2.f) Formulieren einer Idee fiir die Abschatzung der Temperatur 2
Bestimmen der Temperatur (2.19) mit 1K < 7T, S 50K 1
2.9) Verwenden der Idee einer Dimensionsanalyse 1
Aufstellen einer Gleichung fiir die Dimensionsanalyse (2.21)) 1
Angeben der Klitzing-Konstante ([2.22)) 1
2.h) Bestimmen der Zyklotronfrequenz ([2.23]) 1
Bestimmen der quantisierten Zyklotronradien 1
Bestimmen der quantisierten Energieniveaus ([2.26)) 1
2.1) Aufstellen der Bewegungsleichungen im E-B-Feld 1
Entkoppeln der Bewegungsgleichungen 2
Interpretation und erkennen der Driftbewegung 2
2.J) Angeben einer passenden Quantisierungsbedingung fiir Driftorbits (2.30)) 1
Verwenden der Naherung kleiner E-Felder und bestimmen der Radien 1
2.k) Angeben der Stromstarke eines einzelnen Driftorbits (2.32)) 1
Brechnen der Quantenzahlen fiir inneren und duleren Radius ([2.33)) 1
Bestimmen des Gesamtstromes durch Driftorbits (|2.35)) 1
Angeben der Klitzing-Konstante und vergleichen mit vorherigem Wert 1
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Aufgabe 3 Experimentelle Aufgabe - Nichts als Luft (20+20 Pkt.)

Fir ein ideales Gas[] stellt die auch als allgemeine Gasgleichung bezeichnete Zustandsgleichung
pV =nRT

einen Zusammenhang zwischen dem Druck p, dem Volumen V/, der Stoffmenge n und der Temperatur
T des Gases her. Die GroBe R ~ 8,31 JK~! mol~! bezeichnet dabei die universelle Gaskonstante. Luft
kann in guter Naherung als ideales Gas betrachtet werden. In dieser Aufgabe sollst du zwei Experimente
mit Luft durchfilhren und so den thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten von Luft sowie den
Luftdruck bestimmen.

Die Experimente sind als Hausexperimente gedacht. Du solltest daher nicht auf die komplette Ausstat-
tung der Schulsammlung zuriickgreifen, sondern dir selbst einen geeigneten Versuchsaufbau iiberlegen.
Neben Luft kannst du dafilir die folgenden Materialien fiir die Experimente verwenden: Thermometer,
verschiedene Gefale, Schlauche, Stopfenmaterial zum VerschlieBen der Schlduche, Lineal, Zollstock
bzw. Gliedermalstab, Klebeband, warmes und kaltes Wasser sowie andere, haushaltstypische Gegen-
stande. Verwende bitte nur die angegebenen Materialien. Andernfalls kann es zu einem Punktabzug
kommen.

Allgemeine Hinweise zur experimentellen Aufgabe

e Flhre alle Versuche so durch, dass die Ergebnisse so genau wie moglich sind. Beachte, dass die
Ergebnisse in der Regel genauer werden, wenn du deine Ergebnisse aus Messreihen anstatt von
Einzelmessungen bestimmst.

e Beschreibe und dokumentiere dein Vorgehen so ausfiihrlich, dass jeder Schritt gut nachvollziehbar
ist. Skizziere insbesondere deine Versuchsaufbauten.

e Schatze aulerdem die Fehler aller Ergebnisse sinnvoll ab.

3.1 Volumenausdehnung

Wird ein Gas erwarmt, so dehnt es sich aus. Fiir Anderungen AT der Temperatur, die klein gegen die
Ausgangstemperatur T sind, ist die Anderung AV des Gasvolumens bei konstantem Druck ungefahr
proportional zu AT und zum Gasvolumen V' bei der Temperatur T. Es gilt also:

AV =vyV AT .

Die GroBe -y ist der thermische Volumenausdehnungskoeffizient, den du fiir diese Aufgabe im Bereich
von £20°C um die Zimmertemperatur als konstant annehmen kannst.

3.a) Bestimme experimentell den thermischen Volumenausdehnungskoeffizienten von Luft bei Zim-
mertemperatur. Leite einen Ausdruck fiir den theoretisch bei einem idealen Gas zu erwartenden
Wert ab und vergleiche ihn mit deinem Ergebnis. (20 Pkt.)

3.2 Luftdruck

3.b) Bestimme experimentell den Luftdruck und vergleiche deinen Wert mit dem aktuellen Luftdruck
am Versuchsort. Letzteren kannst du entweder im Internet recherchieren oder mit Hilfe eines
weiteren Luftdruckmessers bestimmen. (20 Pkt.)

2

Du kannst fiir die Schwerebeschleunigung auf der Erde den Wert g = 9,81 ms™= und fiir die Dichte von

Wasser p = 1000 kg m~2 verwenden.

"Ein ideales Gas bezeichnet eine idealisierte Modellvorstellung eines Gases, bei der die Gasteilchen als punktférmig ange-
nommen werden und sich, abgesehen von Stolen, frei bewegen konnen. Viele Gase verhalten sich in guter Naherung
wie ideale Gase.
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Losung

3.1 Volumenausdehnung|

3.a) Theoretische Betrachtung

Gemal der gegebenen Formel sollte die bei einer Temperaturanderung AT zu beobachtende Vo-
lumenanderung AV =V — f proportional zu AT =T — Tg sein. Dabei bezeichnet, anders als in
der Aufgabenstellung, Vo das Gasvolumen bei der Ausgangstemperatur To. Wenn man daher die
Anderung eines Luftvolumens als Funktion der Temperaturanderung auftragt, entspricht die Stei-
gung o der Ausgleichsgeraden dem Produkt Vg «y. Der thermische Volumenausdehnungskoeffizient
« lasst sich damit bestimmen aus

fy:vo : (3.1)

Die Steigung « lasst sich auch bestimmen, indem man statt der Anderung_gn direkt das Volumen
V lber der Temperatur T auftragt, da die Verschiebungen nicht zu einer Anderung der Steigung
fiihren. Zur Bestimmung des Volumenausdehnungskoeffizienten wird daher V' iiber T aufgetragen.

Versuchsbeschreibung und Messwerte

In dem in Abbildung [6] gezeigten Aufbau wird ein Luft-
volumen in einem Messzylinder eingeschlossen, der kopf-
tiber in ein Wasserbad mit warmem Wasser gestellt wird.
Der Messzylinder wird mit einem Gewicht beschwert, da-
mit er nicht aufschwimmt und die Luft nicht entweichen
kann.

Es wird angenommen, dass das gesamte Luftvolumen ei-
ne Temperatur besitzt, die der momentanen Wassertem-
peratur entspricht. Da die Temperaturanderungen lang-
sam erfolgt und das Glas des Messzylinders thermisch
gut isolierend wirkt, erscheint diese Annahme gerecht-
fertigt. Die Differenz des Wasserspiegels im Wasserbad
und im Zylinder betragt weniger als 10cm, so dass der
zusatzliche Druck im Luftvolumen durch die Wassersau-
le weniger als 1% des Atmospharendruckes von etwa
10° Pa entspricht. Es kann also auch angenommen wer-
den, dass der Druck in dem Messzylinder dem Atmo-

spharendruck entspricht. Abbildung 6: Versuchsaufbau zur Mes-
sung der Luftvolumeninderung als
Funktion der Temperaturdnderung.

Zur Messung der Temperatur wird ein Fliissigkeitsther-
mometer verwendet.

Das Volumen der eingeschlossenen Luft kann in diesem Fall direkt an der Skala des Messzylinders
abgelesen werden. Bei Verwendung eines anderen Gefales ohne Volumenskala kann die Hohe mit
Hilfe eines Lineals gemessen und mit der Querschnittflache zu einem Volumen umgerechnet wer-
den. Fiir die Bestimmung der Steigung kann auch direkt die Hohe des Luftvolumens bzw. dessen
Anderung iiber der Temperatur aufgetragen werden. Aus der entsprechenden Steigung lasst sich
~ ebenfalls berechnen.

In der folgenden Tabelle ist das Luftvolumen V in dem Zylinder in Abhangigkeit von der Wasser-
temperatur T aufgefiihrt.
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Tabelle 1: Messwerte fiir das in dem Messzylinder eingeschlossene Luftvolumen V' in Abhéan-
gigkeit von der Wassertemperatur T. Als Referenzwerte bei Zimmertemperatur wurden Ty =
(21,0 £0,5)°C und Vo = (88,2 £ 0,3) mL verwendet.

T/°C | 45,0 |42,5|41,0] 39,0380 (360|345 330
V. /mL | 962|954 |948 | 942938933929 921

T/°C [31,0]300 285|280 270|255 |235 210
V' /mL|91,5|91,0]904 |90,2|89,9|894 8809|882

Der Fehler beim Ablesen der Temperaturskala wird zu 6T = +0,5 K geschatzt. Etwaige konstante
systematische Fehler des Thermometers sind fiir die Steigung nicht relevant, da diese in den
Temperaturdifferenzen herausfallen. Der Fehler beim Ablesen der Volumenskala wird zu 6V =
40,3 mL geschatzt. Das ist auch etwa der Fehler, den man durch Ablesen der Fiillhohe mit einem
Lineal und Bestimmung des Volumens durch Multiplikation mit dem Zylinderquerschnitt erhalten
wirde.

Auswertung und Fehlerbetrachtung

Der Graph in Abbildung [7] zeigt das Luftvolumen V als Funktion der Temperatur T in °C. Die

Unsicherheiten in den Messgrolen sind als Fehlerbalken eingetragen.
97 -
96 -
95 -
94 -
93-

92-

VvV / mL

88 - /FEC 22,0

20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46
T /°C

Abbildung 7: Graph des Luftvolumens V' im Messzylinder als Funktion der Temperatur T. Die
gestrichelten Linien geben mit den Unsicherheiten vertragliche Ausgleichsgeraden minimaler und
maximaler Steigung an.

Aus dem Steigungsdreieck im Graphen ldsst sich die Steigung der Ausgleichsgeraden bestimmen
zu
a=(0,34+003)mLK™!. (3.2)

Dabei wurde die Mitte des Bereiches genommen, der sich durch die Betrachtung der alternativen
Ausgleichsgeraden ergibt. Mit Hilfe von (3.1]) und dem Ausgangsluftvolumen Vg = (88,2 + 0,3) mL
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bei Zimmertemperatur ergibt sich so fiir den Volumenausdehnungskoeffizienten von Luft

a  (0,3440,03)mLK1 e
=1 882103 mL (3,9+0,4)-1073K (3.3)

Der relative Gesamtfehler wurde dabei aus den quadratischen relativen Fehlern der beiden einge-
henden GroBen abgeschatzt.

Nach dem Gasgesetz gilt fiir die Volumenanderung

R R 1
AV:”—AT:”—\/OATZf\/oAT;’YVOAT- (3.4)
p Vo p To

Damit ist der theoretisch bei einem idealen Gas zu erwartende Wert

1 1
To (273,154 21 £ 2)K

y= =(3,40£0,03)- 103K . (35)

Dabei wurde der Fehler bei der Temperaturmessung groliziigiger abgeschatzt, um einen moglichen
Offset des Thermometers zu beriicksichtigen.

Der experimentell ermittelte Wert liegt deutlich oberhalb des fiir ein ideales Gas zu erwartenden
Wertes, passt im Rahmen der Fehlergrenzen aber einigermalen zu dem theoretisch bestimmterﬁ.

3.2 [Luftdruck
3.b) Theoretische Betrachtung

Die Gasgleichung sagt fiir eine konstante Temperatur und Stoffmenge voraus, dass das Produkt
pV konstant ist. Dieser auch als Gesetz von Boyle-Mariotte bekannte Zusammenhang lasst sich
umschreiben zu

V—nRT;. (3.6)

wird nun der Druck von dem Atmospharendruck pg auf einen Wert p = pg + Ap mit |Ap| < po
verandert, so andert sich das Volumen naherungsweise um den Wert

1 1 nRT Vo
AV=V-Vg=nRT [——— - = |~ — Ap=—=1Np. 3.7
0 (po+Ap Do> P3 P= 70 7P (3.7)

Die Volumenanderung AV eines Gases bei konstanter Temperatur und mit konstanter Stoffmenge
sollte bei Variation des Druckes also proportional zur Druckanderung Ap sein.

8Fiir den zu groRen Wert kénnte der in dem Luftvolumen enthaltene Wasserdampf verantwortlich sein. Fiihrt man das
Experiment langsam durch, sollte der Partialdruck von Wasserdampf immer gleich dem Dampfdruck des Wassers sein.
Dieser ist abhangig von der Temperatur und groRer fiir hchere Temperaturen. Unter Annahme der Sattigung wiirde
das nicht beriicksichtigte (variable) Volumen des Wasserdampfes in dem eingeschlossenen Volumen somit zu einem
steileren Anstieg des Graphen fiihren. Schrankt man die Daten auf einen niedrigeren Temperaturbereich ein, so erhalt
man in der Tat eine geringere Steigung und kommt auf einen Wert fiir den Volumenausdehnungskoeffizienten, der in
der Nahe des theoretisch vorhergesagten liegt. Allerdings wird der Fehler des Ergebnisses dann auch gréer. Um dies
zu umgehen, kdnnte man den untersuchten Temperaturbereich durch Abkiihlen des Wassers nach unten erweitern.
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Betrachte die in der nebenstehenden Abbildung [g|skizzierte
Situation. In einem zum Teil mit Wasser gefiillten Schlauch
oder Rohr mit konstanter Querschnittflache A befindet sich
auf der linken Seite ein mit einem Stopfen abgeschlossenes
Luftvolumen V = A z. Das rechte Schlauch- bzw. Rohren-
de ist offen. Wird die Hohe h des Wasserspiegels in dem
rechten Teil zum Beispiel durch Anheben des Schlauchen-
des verandert, so andert sich aufgrund des Schweredrucks
des Wassers im Schlauch auch der Druck in dem einge-
schlossenen Luftvolumen und damit auch die Hohe z des
eingeschlossenen Volumens. Die Koordinaten werden so ge-
wahlt, dass die Hohe h nach oben und die Hohe z nach
unten positiv gezahlt werden. Fiir h = hg wird die dazu-
gehorige Hohe des auf der linken Seite eingeschlossenen
Volumens mit zg = z(hg) bezeichnet. Damit ist das an-
fangliche Volumen bei Atmospharendruck Vo = A zp.

=
0] = .
Ah
2(h) 1 = IAZ
20 t14--1- ho t4--1-
\4

linkes Ende rechtes Ende

Abbildung 8: Skizze zur Bestim-
mung des Luftdrucks.

Der Zusammenhang ([3.7]) lasst sich mit den eingefiihrten Bezeichnungen schreiben als

Z20pP9g
Po

Az =2z(h)—zp ~ — (Ah+ Az) und damit

1
Az~ ——————Ah|.  (3.8)

Po
Z0pP9 +1

Dabei wurde der Druck Ap durch den Schweredruck p g (h— hg+z — zp) des im rechten Teil liber
dem Wasserspiegel des linken Teil stehenden Wassers ersetzt. Der Bruch in dem Ausdruck fiir Az
kann durch % approximiert werden, wenn man erneut ausnutzt, dass der Atmospharendruck
sehr viel groler als der Schweredruck der Wassersaule ist. Im Folgenden wird aber ohne diese

Naherung gerechnet.

Damit ist die Anderung Az naherungsweise eine lineare Funktion der Hohenanderung Ah des
Wassers im rechten Teil. Aus der Steigung B der Funktion lasst sich der Atmospharendruck pg

bestimmen gemal

1

1
B=——F%—" bzw. Po=—2009 ( + 1> . (3.9)

Z0P9 +1

B
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Versuchsbeschreibung und Messwerte

Fir den Versuch wurde, wie nebenstehend in Abbildung
[9 gezeigt, ein transparenter Plastikschlauch mit einem
Durchmesser von d = (1,10 +0,05) cm verwendet, der
nahezu vollstandig mit Wasser gefiillt wurde. Dabei wur-
den Luftblasen in dem Schlauch durch Drehen und Klop-
fen entfernt.

Auf der in der Abbildung linken Seite wurde der Schlauch
mit einer Stiftunterseite luftdicht abgedichtet und die Po-
sition zg des Wasserspiegels bei gleich hohem Wasser-
stand in beiden Schlauchteilen mit einem Stift markiert.
Die Hohe des offenen, rechten Schlauchendes wurde va-
riiert, der Schlauch mit Klebeband an einen Schrank ge-
klebt und die Hohe h mit einem Gliedermalstab vom Bo-
den aus gemessen. Es wurden Hohendifferenzen von etwa
2 m aufgenommen. Dies ist im Vergleich zum Atmospha-
rendruck, der etwa einer Wassersaule von 10 m entspricht
immer noch relativ klein. Die Anderung des Wasserspie-
gels in dem linken Schlauchteil wurde mit einem Lineal
gemessen.

-]
ol
=
=
o]
-
g
®
g
g
£
=

Die Hohe zy des eingeschlossenen Luftvolumens bei At-
mospharendruck betrug zp = (107 £ 1) mm und damit

das eingeschlossene Luftvolumen selbst Vo = Z d?zy = Abbildung 9: Versuchsaufbau zur
(10 + 1) cm3. Die Hohe hg wurde zu (41,14 0,1) cm ge- Messung der Luftvolumenanderung
messen. als Funktion der Druckanderung.

In Tabelle[2]sind die Messwerte des Experimentes aufgefiihrt. Zu jeder Hohe h des Wasserspiegels
in dem rechten Schlauchteil sind die Anderung Az der Hohe des in dem Schlauch eingeschlossene
Luftvolumens sowie die Hohenanderung Ah angegeben.

Tabelle 2: Messwerte fiir die Hohe h des Wasserspiegels im rechten Schlauchteil und die dazuge-
hérigen Anderungen Ah sowie Az.

h/cm 20,0 | 40,0 | 41,1 | 60,0 | 80,0 | 100,0 | 120,0 | 140,0 | 160,0 | 180,0 | 200,0
Ah/cm | -21,1]-1,1] 0,0 | 189|389 | 589 | 789 | 98,9 | 118,9 | 138,9 | 158,9
Az /mm | 3,0 05| 00 |-20]|-40| -65 -80 | -10,0 | -120 | -13,5 | -15,0

Der Fehler beim Ablesen der Langen auf dem GliedermaBstab wird zu §h = 40,1 cm geschatzt.
Fir die Hohendifferenz Ah miisste dazu noch der Fehler beim Ablesen der Referenzhohe hg
hinzuaddiert werden. Da fiir die Auswertung aber nur die Steigung der Ausgleichsgeraden in
Abbildung [10| relevant ist und sich diese durch eine Verschiebung aller Werte nicht andern wiirde,
ist dieser Fehler im Folgenden nicht relevant. Der Fehler beim Ablesen der Hohendifferenz Az
wird zu 6(Az) = +0,5mm geschatzt.

Auswertung und Fehlerbetrachtung

Der Graph in Abbildung zeigt die Hohenanderung 8z des eingeschlossenen Luftvolumens als
Funktion der Hohenanderung Ah der Wassersaule. Die Unsicherheiten in den MessgroBen sind als
Fehlerbalken eingetragen.
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Abbildung 10: Graph der Anderung Az der Héhe des in dem linken Schlauchteil eingeschlossenen
Luftvolumens als Funktion der Differenz der Wasserhéhe in dem rechten Schlauchteilen als Mals
fiir den Druck in dem eingeschlossenen Luftvolumen. Die gestrichelten Linien geben mit den
Unsicherheiten vertragliche Ausgleichsgeraden minimaler und maximaler Steigung an.

Aus dem Steigungsdreieck im Graphen ldsst sich die Steigung der Ausgleichsgeraden bestimmen

ZUu
B =—(1,00+0,06)-1072. (3.10)

Mit Hilfe von (3.9 und der Hohe z5 = (0,107 4+ 0,001) m des Ausgangsluftvolumens bei Atmo-
spharendruck ergibt sich fiir den Atmospharendruck von Luft

1
Po=—20pg <ﬁ + 1) = (1,06 + 0,06) - 10° Pa|. (3.11)

Der relative Gesamtfehler wurde dabei aus den quadratischen relativen Fehlern der beiden einge-
henden Groken abgeschatzt.

Der mit einem Smartphoneluftdrucksensor gemessene Wert fiir den Atmospharendruck lag zum
Versuchszeitpunkt bei pg = 1,021 -10°Pa (ohne Fehlerangabe). Der experimentell bestimmte
Wert weist damit eine gute Ubereinstimmung auf. Allerdings ist der Fehler der Messung relativ
grols, so dass sich die Methode zur genauen Bestimmung des Atmospharendruckes kaum eignet.
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Hinweis: Die Herausforderung bei dieser Aufgabe liegt zu einem grolen Teil darin, die Messungen sen-
sibel genug fiir die Bestimmung der gesuchten Grolen durchzufiihren. Daher sollte bei der Bewertung
besonderes Augenmerk auf die Auswahl und Beschreibung eines passenden Versuchsaufbaus und einer
sinnvollen -durchfiihrung gelegt werden.

Bewertung - |Experimentel|e Aufgabe - Nichts als Luft Punkte

3.a) Formulieren einer |dee zur Bestimmung der Volumenausdehnung und theoreti- 2
sche Betrachtung

Verwenden eines geeigneten Versuchsaufbaus fiir das Experiment 2

Genaues Beschreiben des Aufbaus und der Versuchsdurchfiihrung

~

Aufnehmen einer geeigneten Anzahl von Messwerten
(Z 10 Messwerte (3 P), gute Abdeckung des Messbereiches (1 P))

Fehlerbetrachtung fiir Messwerte

Auswerten der Messwerte (z.B. graphisch)
Angeben eines sinnvollen Ergebnisses (3,5- 103K~ < <4,5.-1073K™1)

Bestimmen des theoretisch zu erwartenden Wertes aus Gasgleichung

Fehlerabschatzung fiir Ergebnis und Vergleich mit Referenzwert

WINIEHE[INN|D|-

3.b) Formulieren einer Idee zur Bestimmung des Luftdruckes und theoretische Be-
trachtung

N

Verwenden eines geeigneten Versuchsaufbaus fiir das Experiment

Genaues Beschreiben des Aufbaus und der Versuchsdurchfiihrung

Aufnehmen einer geeigneten Anzahl von Messwerten
(Z 10 Messwerte (3 P), gute Abdeckung des Messbereiches (1 P))

Fehlerbetrachtung fiir Messwerte

Auswerten der Messwerte (z.B. graphisch)
Angeben eines sinnvollen Ergebnisses (0,9 - 10° Pa < py < 1,2 - 10° Pa)

Fehlerabschatzung fiir Ergebnis und Vergleich mit Referenzwert

NN

40
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