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Massenhafte Korper ziehen sich an!
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Ahnlichkeiten zu Elektrodynamik (Coulombsches Gesetz).



Problemstellung

Leichter Korper umkreist sehr schweren Kdrper. Dann bewegt sich der schwere Kérper
kaum.



e Zahlen x, Vektoren x (dann x = |x|)

e Zeitliche Ableitungen
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Geschwindigkeit und Drehimpuls
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Ubung: Zeige |v, | = 6r, lvy| = r.



Potential

F(r)=-VU(r) = E = Eyn + U(r) erhalten

(Inetwa F = —20)

Ubung: Rechne E = 0 nach.
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ErhaltungsgroBen

e Energie E = %mv2 = %

e Drehimpuls L = purv)



Effektives Potential
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Effektives Potential

Ueff

| r

E <0 — gebundene Bahn
E >0 = ungebunde Bahn

=— Geschwindigkeit im Unendlichen
E =0 = Grenzfall




r(t) lasst sich nicht angeben, nur r(6).
Die méglichen Bahnen r sind genau die Kegelschnitte.?

Im Fokus liegt die schwere Masse.

~ 1. Keplersches Gesetz: Die Planeten bewegen sich auf Ellipsen, in deren Fokus die
Sonne liegt.

1AuBer L = 0.



Kegelschnitte

e Exzentrizitit e
e ¢ = 0: Kreis
e 0 < e<1: Ellipse
e ¢ = 1: Parabel
e e > 1: Hyperbel

e Semi-latus rectum p. Abstand bei 6 = 90°.

p

"= 1+ ecosf
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Ellipse 0 <e< 1, E<O

a = grolle Halbachse

b = kleine Halbachse
¢ = lineare Exzentrizitat a b
c p
e = — = Exzentrizitat
a r
p = semi-latus rectum || 4
p F c=ea a
XF: XF| =2 -
[XF1l + | XF| HoT 1+ ecosf

Wie ergibt sich e aus a und b?
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Ellipse 0 <e< 1, E<O

a = grolle Halbachse

b = kleine Halbachse
¢ = lineare Exzentrizitat a b
c p
e = — = Exzentrizitat
a r
p = semi-latus rectum || 4
p F c=ea a
XF: XF| =2 -
[XF1l + | XF| HoT 1+ ecosf

Wie ergibt sich e aus a und b?
2 b2
P+c?=2 = e2:C—2:1——2
a
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Gesamtenergie

In Peri-/Apoapsis (nadchster/entferntester Punkt) gilt # = 0. Aus Ellipse ist klar
rp=a(l—e),r,=a(l+e).
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2
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E<—__GNML::1 »  GMp
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Flachensatz

VH dt

dA v, dt

1 L
A=—r- = —dt
d 2r v, dt o

. L
— A= oy const. = 2. Keplersches Gesetz
1
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3. Keplersches Gesetz fiir eine Kreisbahn

Was ist die Periodendauer einer Kreisbahn im Abstand r = a?

Fec = Fzp
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3. Keplersches Gesetz fiir eine Kreisbahn

Was ist die Periodendauer einer Kreisbahn im Abstand r = a?

Fc = Fzp
GM
2M _ sza
a
Bw? = GM
as . 27
ﬁ = 2 > mit w = —
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3. Keplersches Gesetz

Flache von Teilabschnitten gibt uns Zeitdauer:

A=At — 1= =24
A L
Fiir eine ganze Ellipse A= mab und L(a, b):
2 _am
T2 Aq?

Ubung: Fiihre die Rechnung fiir die Ellipsenbahn durch.
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Hyperbel e > 1, E >0

. p /
1+ ecos®

_ — C
|XF2| ‘XF1| = 2a QQ\ b p
c=ea a [

P4 b?=c = b*=(e?—1)a? a

'min = 3(1 - e)

-1
0~ = = arccos ()
e
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Himmelsmechanik: Hyperbel

Energie genau wie bei Ellipse (a negativ).

— Energie- und Impulserhaltung: Elastischer StoR
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Aus Sicht des Planeten eine hyperbolische Bahn.



Parabel e =1, E =0

;= p
1+ cosé
P = 2fmin
L
- = V(rmin)rmin =V 2GMrmin
m
[
_ 1 2 Imin P
y = X~ — Imin
4rmin

Nur ein Freiheitsgrad (statt zwei).
Nicht wirklich analog zur Ellipsen- oder
Hyperbelbahn. 20



Hohmann Transfer

e Was ist die grolle Halbachse a
und Exzentrizitit e der

Ellipse?

e Wie groll muss Avy, Avy
sein?
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Hohmann Transfer
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Hohmann Transfer

Ri + R
2a=Ry+ R = a= 1; 2
Ri R—FR
R = a(l— —1- 2
1=a(l—e) = e 2 " R TR
Aus Energieerhaltung
~GMp 1 , GMy GM
Ey = — — = o) =,
0= R, ¥ TR TV Ry
E= - Avi)? — Avi)=G6M (= - =
5 oM p(v+ Avy) R = (v+Awn) =G R 3
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Hohmann Transfer

2 1 2 2 2GMR,
LA =G6M( = _—Z)=6M( = - _
(V Vl) (Rl 3> (Rl R1+R2> Ry (R1+R2)
2GMR» B \/GM B \/G/\/I \/ 2R _q
Ri (R1 + R») Ry N Ry Ri+ R

Av, ist die gleiche Situation, nur riickwarts. D.h. Vorzeichen drehen und Ry <> R»

| GM [ 2Ry
Av, =4/ — |1 —
"2 R> < R + Rz)

tauschen:
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Komet - 3. Runde zur 38. IPhO 2007

Ein Komet bewegt sich auf einer parabolischen Bahn im Gravitationsfeld der Sonne.
Seine Bahnebene fillt mit der Bahnebene der Erde zusammen. Im sonnennichsten
Punkt hat der Komet einen Abstand von einem Drittel de Erdbahnradius zur Sonne R.

Bestimme die Anzahl der Tage, die sich der Komet innerhalb der Erdbahn
befindet.

Eventuell kann das folgende unbestimmte Integral zur Losung hilfreich sein:

2
/dx X = = (x+2a)vVx — a+const. fir x > a.

x—a 3
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Komet - 3. Runde zur 38. IPhO 2007

Parabolische Bahn = E = 0. Effektives Potential

1 12 GMy
E = —uf? —
o + 2ur? r

Periapsis r =0 = % = GMur = GMuaR mit o = %

Also

£ty SMHOR M i oemy )t - 2R
2 r2 r ror?
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Komet - 3. Runde zur 38. IPhO 2007
T
E / /dr = /‘;err

dr
\/2G aR % -2
T2 L v
= — —dr
2
= N el [(x—l—ZaR) VX — aR)LR
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Kepler-Gleichung

Roche-Grenze

Lagrange-Punkte

Drei-Kérper Problem (Spezialfille)

Laplace-Runge-Lenz Vektor

Virialsatz
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Zwei-Korper <+ Ein-Korper
Problem




Positionen x1, x»
Kraft F = miX; = —mpX2 (actio gleich reactio / Newton 3)

(m1+ my) R = mix1 + maxo
(m1 4+ mp) R = mx1 + mpxs = P

(m1+m2)R:m15€1+m2552:P:O

Im Schwerpunktsystem (V = R)ist R=0,R=0 — P =0.
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Reduzierte Masse

P = mix1 = —maX2

r = X1 — X2

r—)'(lf)'(2:m£1+m£2
(Gt )
mq mo

Ubung: Driicke x1, x> durch r aus.
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1. 1(myxy)? 2
m1X§=2( 1x1)” _ p

2 ma N 2m1
2 2 2

p p p-_ 1

kin = S T 2mp 2u . 2™

Ubung: Wie sieht die Energie in anderen Systemen aus, d.h. X’ = R + x? Nutze P =0
im Schwerpunktsystem.
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Drehimpuls

L=x1 Xp—XoXp=rxp=purxr
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Zwei-Koérper Problem — Ein-Korper Problem

M=mi+ mp
m 1 1 1
_omm 1 1 1
my 4+ my 2 my mp
r = X3 — X
P = miX1 = —mpX2 = ur
uf = F
L=ypurxr
1
Ekin_ Mrz
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mymp

Wenn my > mp, dann M = my + my (= my) und p = e

= mo.
Eine Masse steht im Grunde still.
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Drehimpulserhaltung

Zentralkraft F ocr oc x1 — xo = Focr

L=ypurxr
L=p|FxFi+trx¥
0 0

=0

Da v x v = 0 fiir alle Vektoren.
L-r =0 = Bewegung in einer Ebene senkrecht zu L.
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