1 Warmekapazitat

Es ist verschieden viel Energic (Wérme) AQ notig, um verschiedene Materialien um eine bestimmte
Temperatur AT zu erwidrmen. Auferdem ist dazu selbstverstdndlich umso mehr Wérme notig, je mehr

Masse m von diesem Material man erwarmt:
AQ =c-m-AT

1.1 Ubungsaufgabe: Wasserkocher

. Ein Wasserkocher erheizt einen Liter Wasser mit einer Leistung von P = 2, 1kW. Wie lange dauert

es, das Wasser von 20 auf 80°C zu erwarmen?

« Wasser hat eine Verdampfungsenthalpie von 2256 kJ/kg. Diese Energie wird bendtigt, um 100°C
heifses, fliissiges Wasser in den Gaszustand zu iiberfiihren. Welcher Temperaturdifferenz entspréache
diese Warmemenge beim Erhitzen von fliissigem Wasser?



1.2 Ubungsaufgabe: Ofen vorheizen

. Ein Ofen hat die Mafe 0,8m % 0,5m * 0,5m. Trockene Luft hat eine Warmekapazitit von c; =
0,72kJ/(kg * K). Berechne die Masse an Luft, die sich bei T" = 20°C' im Ofen befindet. (Hinweis:
nutze die Formel p = pR,T mit der Gaskonstante von Luft R = 287.J/(kg * K))

« Welche Wiarme muss zugefiihrt werden, um diese Masse an Luft von 20°C auf 180°C vorzuheizen?

« Warum ist diese Rechnung ungenau, wenn ich die Warme zum Vorheizen des Ofens berechnen will?



2 Warmeleitung und -iibertragung

Wirme fliefst von warm nach kalt.

Wirmeiibertragung beschreibt, wie Warme von einem Objekt A zu einem anderen Objekt B iibertragen
wird.

Warmeleitung dagegen beschreibt, wie Wéarme innerhalb eines einzigen Objektes fliefst, z.B. innerhalb
eines Stahltragers, der links heifs und rechts kalt ist.

Nehmen wir z.B. einen Ofen, der innen eine konstante Temperatur von 77 = 220°C' aufweist. Die Luft in
der Kiiche sei konstant 75 = 20°C' warm. Dazwischen befindet sich die Glasplatte, die hoffentlich moglichst
gut isoliert - also eine schlechte Warmeleitung(innerhalb der Platte)- und Warmetibertragung(Luft-Glas
und Glas-Luft) aufweist.

Die Warmeleitung ist gegeben durch

. ar
Q=-)A T
wobei A der materialspezifische Warmeleitungskoeffizient ist.
Wiirde man den Ofen copy-pasten, so hiatte man natiirlich bei gleicher Temperaturdifferenz den doppelten
Wiérmefluss. Das erklart die Proportionalitit zur Flache A: zwei Glasplatten iibertragen doppelt so viel;
drei Platten das Dreifache.
Auferdem ist hier nicht nur die Temperaturdifferenz relevant, sondern die Temperaturdifferenz pro Dicke,
dT'/dz: Die Warme flieft schneller, wenn man heiff und kalt direkt aneinander hélt. Umgekehrt wiirde
sich kaum ein Warmefluss einstellen, wenn heift und kalt mehrere Kilometer auseinander lagen.

Mit den selben Uberlegungen erklirt sich auch die Formel fiir die Warmeiibertragung zwischen zwei
Objekten, die man aneinander halt:

Q = aAAT
= O./A(TQ — Tl)

Hier kommt es jetzt auf die Temperaturdifferenz zwischen Objekt A und B an, nicht auf das Tempera-
turgefille innerhalb einer Platte (wie oben).
Das Vorzeichen muss man dabei dann so wéhlen, dass Warme immernoch von warm nach kalt fliefst.

2.1 Beispiel: Temperaturprofil in einer Platte

Eine Platte mit konstantem Querschnitt habe links (z = 0) die Temperatur 7} und rechts (z = L) die
Temperatur T, < T;. Wir betrachten den stationdren Zustand, d.h. dass 77 und 75, und auch die Tempe-
ratur 7'(x) an jedem beliebigen Ort in der Platte sich nicht mit der Zeit &ndern. Trotzdem ist T) # Ts.
Aufgabe: Berechne das Temperaturprofil 7'(z) in der Platte.

An einem Ort z in der Platte stromt Warme von links zu:

Ql =—-)\A- T/(ZE)

Ein kleines Stiick weiter rechts stromt Warme ab:

Qs = —MA-T'(x + dx).

Da sich die Temperatur an keiner Stelle der Platte dndert, muss der Warmezustrom gleich dem Warme-
abfluss sein:

Q1= Q2
T'(z) =T (z + dx).



Da das fiir jeden Ort z der Platte gilt, muss 7"(z) = konst. sein; die Temperatur verlduft also linear. Mit
den Randbedingungen ergibt sich

T(x) =T, + (%) (Ty — 7).

2.2 Ubungsaufgaben Temperaturprofil

. Berechne das Temperaturprofil 7'(r) in einem Hohlzylinder, der innen (Radius R;) eine konstante
Temperatur 7} und aufen R, eine konstante Temperatur T, aufweist. Hinweis: f(z) = In(z) =
f(z) =1/x.

. Berechne obige Aufgabe fiir eine Hohlkugel, statt einen Hohlzylinder.



2.3 Beispiel: Abkiihlende Teetasse

Wir vernachléssigen die verschiedenen Mechanismen zur Warmeiibertragung zwischen Teetasse, Tee,
Luft etc. Der Tee habe eine Oberfliche A und gebe Wérme an die Umgebung (T = konst) geméh
Q=—-a-A-(T—-1Ty) ab.

Aufgabe: Gib mit Warmekapazitit ¢ und Dichte p des Tees an, wie sich die Temperatur des Tees pro
Sekunde andert.

Losung:

Q=c-m-T
:c-pV-T
Q=—a-A-(T(t) - Ty)
= cpVT(t) = —aA(T(t) — Ty)

Damit ergibt sich dann

dr a A
= —5v(T(t) —Ty).

Damit ist die Differentialgleichung, also die Anderungsrate der Temperatur fiir eine bestimmte gegebene
Temperatur, gefunden.

Anufgabe: Bei welcher Temperatur T, bleibt die Temperatur konstant?

Losung: Wir setzen d7'/dt = 0 und erhalten die Bedingung T'— Ty = 0, also T,, = Ty. Die Temperatur
andert sich also nur dann nicht, wenn sie gleich der Umgebungstemperatur ist.

Aufgabe: Berechne die Temperatur in Abhéngigkeit der Zeit.

Lo6sung: Dies ist eine typische DGL: Die Abweichung von einem Gleichgewichtszustand, hier T'— Ty bzw.
T — T, ist direkt proportional zur Anderungsrate der sich &ndernden Grofse, hier 7.
Zur Losung fiihren wir die Definition f(t) := T'(t) — Ty ein. Beachte, dass

df /dt = dT/dt — dTy /dt = dT/dt

gilt, da sich die Umgebungstemperatur nicht dndert.
Aufserdem definieren wir 5 := aA/(cpV'). Damit bleibt die DGL

df
¥ — s



Die Losung (gerne ableiten und tiberpriifen) ist die Exponentialfunktion

ft)=fo-e .

Ist die Anfangstemperatur Ty gegeben, so folgt die Losung:
T(t) =Ty + (Ty — Ty) - e P2

Hinweis: Es lohnt sich, diese zwei DGLen zu merken: Ist die erste Ableitung f'(z) = k* f(x) proportional
zur Grofe f(z) selbst, so ist die Losung eine Exponentialfunktion, fy, - e*®.

Ist dagegen die zweite Ableitung f”(z) = —k % f(z) proportional zu f(x), undzwar entgegengerichtet, so
ergibt sich eine Sinusformige Schwingung A * sin(v/kz + ).

Aufgabe: Nach einer beliebigen Zeit soll eine festgelegte Menge Milch zum Tee gegeben werden. Uberlege
dir, wann dies am Besten geschehen soll, wenn der Tee moglichst lange warm bleiben soll.

Wie éndert sich das, wenn die Milch Raumtemperatur hat oder aus dem Kiihlschrank kommt? Diese
Aufgabe kann man sich qualitativ iiberlegen, aber auch gerne mathematisch genau berechnen.



2.4 Ubungsaufgabe: Ventilator

Ein Ventilator verwendet elektrische Energie und verrichtet mechanische Arbeit an der Luft - fiihrt also
dem Raum Energie zu. Wieso fiihlt sich das trotzdem im Sommer nach Abkiihlung an?



3 Temperaturausdehnung von Festkorpern

Nicht nur Gase dehnen sich mit steigender Temperatur aus, sondern auch Festkorper - jedoch sehr sehr
viel weniger. Dies ist der Grund fiir Dehnungsfugen in Briicken. Auch im Alltag kann man zwischen Som-
mer und Winter merken, dass sich die Tiir leicht verzieht und daher evtl. nichtmehr perfekt ins Schloss féllt.

Die relative Langendnderung durch Temperaturausdehnung ist durch die Formel
ET = AL / L = aAT

gegeben. Typische Werte fiir den Ausdehnungskoeffizieten « sind z.B. fiir Stahl o = 107> x 1/K.
Da sich Flachen immer durch die Multiplikation von zwei Léngen ergeben, die jeweils diese relative Lén-
genanderung erfahren, ergibt sich die relative Flachendaderung durch

Al/AO = (]_ —|— O./AT‘)2

Aufgabe: Begriinde, warum sich die Flachenédnderung bzw. Volumenéanderung durch Temperaturausdeh-
nung durch die Formeln

AA = Ay *2a x AT
AV =V *3ax AT

berechnen lassen.
Diese Ausdehnungskoeffizienten gelten nicht fiir alle Temperaturen - im Extremfall kann ja Stahl auch
schmelzen. Es ist aber eine gute Ndherung.



3.1 Ubungsaufgabe: Mechanische Spannung und Temperaturausdehnung

Die Zugspannung F'/A =: 0 = Ee ist proportional zum Elastizitdtsmodul £ und der Dehnung (relativen
Léndenénderung) e = di/I.

« Betrachte eine Metallleiste an einem Tirrahmen, die sich im Winter gegeniiber dem Sommer um
40°C' abkiihlt. Die Lange im Sommer sei Ly = 2m und o = 107° % 1/K. Um welche Linge verkiirzt
sich die Leiste?

« Welche mechanische Dehnung £ muss angewendet werden, um die Leiste wieder auf die urspriingliche
Lénge mechanisch auszudehnen? Verwende die Ndherung 1/(1+z) =1—z+22— 23+ 0(2*) ~ 1 -z
fiir x = 0.

« Welchen Unterschied macht es, ob die Leiste zuerst abgekiihlt und dann gedehnt wird, oder erst
gedehnt und dann abgekiihlt?

. Der E-Modul ist E = 210kN/mm?, die Leiste sei 2mm breit und 1em tief. Berechne die Zugspannung
o und die Kraft F', die notig sind, um die oben berechnete mechanische Streckung zu erreichen.
Welches Gewicht konnte man an eine identische Leiste hdngen, um diese Dehnung zu bezwecken?



Losungen:
« 0,4 mm
ee~4-107
. garkeinen; (1 — aAT)(14¢) = (14 ¢)(1 — aAT) .

4 Warmeausdehnung von Gasen: ideales Gasgesetz

Gase andern ihr Volumen in Folge von Temperaturdnderungen sehr viel deutlicher, als Festkorper. Aufser-
dem sind sie kompressibel: Erhoht man den Druck, sinkt das Volumen. Das ideale Gasgesetz beschreibt
diesen Zusammenhang qualitativ: Fiir eine festgelegte Menge (Masse m) eines Gases ist das Volumen
proportional zur Temperatur und antiproportional zum Druck:

V/m = R, *T/p.

Man kann auch beide Seiten mit der Masse multiplizieren und sieht, dass das Volumen sinnvoller Weise
doppelt so grofs ist, wenn man doppelt so viel Gas betrachtet.

Oft wird dieses Gesetz auch mit der universellen Gaskonstante R ~ 8.J/(mol * K) und Stoffmenge n (in
mol) geschrieben:

pV = nRT.
Ebenfalls gangig ist die Schreibweise
pv = R,T,

wobel v = V/m = 1/p das spezifische Volumen - den Kehrwert der Dichte - darstellt. R, ist dabei die
Gaskonstante fiir das betrachtete Gas. Sie ist tiber die Molare Masse M = m/n mit der universellen
Gaskonstante verbunden: R, * M = R.

Erhoht man die Temperatur eines Gases, wihrend das Volumen konstant bleibt, so steigt auch der Druck.
Dehnt sich ein Gas bei konstantem Druck aus, so kiihlt es ab.
Man kann sich weitere solcher Zusammenhénge iiberlegen.

4.1 Wie funktioniert ein Kiihlschrank?

Wirme fliefft immer von warm nach kalt. Wie kann also die Wérme aus dem kalten Kiihlschrank an die
warmere Umgebung abgegeben werden?

Der Trick besteht darin, dass man ein Gas (oder Dampf) sowohl durch Wérmezufuhr aufheizen kann
(dq = ¢, *dT), als auch durch Kompression (dw = —pdv): erhoht sich im idealen Gasgesetz der Druck, so
steigt auch die Temperatur.

Nachdem man Druck (und dadurch Temperatur) erh6ht hat, bringt man das Kiihlmedium in Kontakt
mit der Umgebung, an die es seine Wérme abgibt. Danach ldsst man den Druck wieder auf Anfangsbe-
dingungen ab (Drossel), doch das Medium hat ja eben bereits an Wéarme verloren; also wurde insgesamt
Energie aus dem Kiihlmedium abgefiihrt. Daher erreicht das Kiihlmedium nach der Drosselung eine noch
tiefere Temperatur, als die Ausgangstemperatur.
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